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探究 Taylor公式视角下的偏移问题
华南师范大学数学科学学院 (510631) 陈禧杰

摘要 自从在 2016年全国卷 Ⅰ的理科第 21题中出现了

一道“极值点偏移”的题目后,全国各地都开始对此类型的题

目进行研究,方法层出不穷,比较常见的方法有构造函数法、

比值代换、差值代换、对数均值不等式法等, 更有延伸的题

型—–“拐点偏移”,本文透过高等数学中的 Taylor公式对该

两类型的偏移问题进行剖析,得到两条证明偏移问题的判定

定理.
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一、极值点偏移和拐点偏移

极值点的定义大家是比较熟悉的, 即若 f(x0) 是函数

f(x)的极大 (小)值,则 x0 为函数 f(x)的极大 (小)值点,但

拐点的定义可能不甚了解.

定义 1[1] 设 f(x) 在 x0 处连续. 若曲线 y = f(x) 在

(x0, f(x0))左右两侧的上下凹凸性相反,则称 (x0, f(x0))为

曲线 y = f(x)的拐点.

结合函数凹凸性的等价定义[1],可得:

性质 1[1]: 若 f(x)二阶可导,有 f ′′(x0) = 0且在 x0 两

侧的二阶导数异号,则 (x0, f(x0))是曲线 y = f(x)的拐点.

1. 极值点偏移

定义 2[2] 已知函数

y = f(x)在 (a, b)上连续,

且在区间 (a, b) 内只有一

个极值点 x0. 对任意满足

f(x1) = f(x2) = m(m为

常数), 且 a < x1 < x0 <
图 1

x2 < b的 x1, x2,若都有 x1 + x2 > 2x0,则称函数 f(x)在

(a, b) 上极值点 x0 左偏; 若都有 x1 + x2 < 2x0, 则称函数

f(x)在 (a, b)上极值点 x0 右偏.

极值点 x0 左偏的图示可参看图 1.

2. 拐点偏移

在极值点偏移的基础上,各地模拟题中又出现了拐点偏

移,此类题型一般以某些函数在拐点两侧“凹凸程度”不同,

导致函数图像关于拐点不具有中心对称性作为命题背景. 下

面给出拐点偏移的定义.

例 3 (2016 年高联福建预赛) 已知 x, y, z > 0, 求
4xz + yz

x2 + y2 + z2
的最大值.

分析 在结论中令 k1 = k2 = k3 = 1,m2 = 4,m3 = 1,

则 Smax =

√
17

2
.

例 4 (2015年《数学教学》947问题)已知 x2+y2+z2 =

1,求 xy + 2xz的最大值.

分析 由于求最大值,因而考虑正数情况. 在推论中令

k1 = k2 = k3 = 1,m2 = 1,m3 = 2,则 Smax =

√
5

2
.

例 5 (2012年高联甘肃预赛)已知 x2 + y2 + z2 = 1,求

xy + yz的最大值.

分析 由于求最大值,因而只考虑正数情况. 在推论中令

k1 = k2 = k3 = m2 = m3 = 1,则 Smax =

√
2

2
.

例 6 (2009年高联浙江预赛)已知 x2 + y2 + z2 = 1,求
√
2xy + yz的最大值.

分析 由于求最大值,因而只考虑正数情况. 在推论中令

k1 = k2 = k3 = 1,m2 =
√
2,m3 = 1,则 Smax =

√
3

2
.

最后,给出其 n元推广形式,有兴趣的读者可自行证明.

变式 (n 元形式) 已知 x1, x2, · · · , xn ∈ R+, 常数

k1, k2, · · · , kn,m2,m3, · · · ,mn ∈ R+, 其中 n > 3, n ∈ N,

求 Sn =

x1

n∑
i=2

mixi

n∑
i=1

kix2
i

的最大值.

结论 (Sn)max =
1

2

√√√√ n∑
i=2

(
n∏

j ̸=1,i

kjm2
i )

/
n∏

i=1

ki.

注 若 n = 2时, (S2)max =
1

2

√
m2

2

k1k2
,其结果与上式亦

吻合.
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定义 3[2] 已知函数

y = f(x)在 (a, b)上连续,

且在区间 (a, b) 内只有一

个拐点 x0. 对任意满足

f(x1) + f(x2) = 2f(x0),

且 a < x1 < x0 < x2 <

b 的 x1, x2, 若都有 x1 +

x2 > 2x0, 则称函数 f(x)
图 2

在 (a, b)上拐点 x0 左偏; 若都有 x1 + x2 < 2x0, 则称函数

f(x)在 (a, b)上拐点 x0 右偏.

拐点偏移的题目一般是针对 f(x)是 (a, b)上的单调函

数而言的,以拐点左偏为例,见图 2.

特别地, a可为 −∞, b可为 +∞.

二、Taylor公式
高中阶段经常会遇到含有 ex 和 lnx的超越函数,若能

用简单的多项式函数来近似替代此类函数,而且误差又能满

足要求,那么对函数值的近似计算具有重要意义,且在导数

大题中可用于放缩来简化不等式证明, 而在高等数学中的

Taylor公式便能达到这个效果.

定义 4[1] 若 f(x)在 x0 的某邻域 U(x0)内有 n + 1阶

导数,则对任意的 x ∈ U◦(x0),存在 ξ 介于 x和 x0 之间,使

f(x) = Tn(x)+Rn(x),其中 Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

为 f(x) 在 点 x0 处 的 n 阶 Taylor 多 项 式, Rn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 为 Taylor公式的 Lagrange型余项,其

中 ξ = x0 + θ(x − x0)(0 < θ < 1). (补充: 某邻域 U(x0)的

含义是指以 x0 为中心,以某一常数 r(r > 0)作为半径的一

个开区间 (x0 − r, x0 + r), U◦(x0) = U(x0)/{x0})

中学阶段可以直观地理解为当 n 越大时, Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k 与函数 f(x)的图像就越相似.

三、Taylor公式与偏移问题的联系
事实上,极值点偏移与函数的轴对称性有关,而拐点偏

移则与函数的中心对称性有关,可以分别对应中学阶段熟悉

的二次函数与三次函数. 已知二次函数具有轴对称性,其极

值点恰为其对称轴,而三次函数具有中心对称性,其对称中

心恰为其拐点. 所以在偏移问题上,按照定义 2和定义 3的背

景,二次函数不发生极值点偏移,即 x1 + x2

2
= x0(x0为极值

点) ; 三次函数不发生拐点偏移,即 f(x1) + f(x2)

2
= f(x0)

时有
x1 + x2

2
= x0(x0 为拐点). 然而,当 f(x)在点 x0 处的

二阶 Taylor多项式 T2(x)和三阶 Taylor多项式 T3(x)恰好分

别为二次函数和三次函数,而且 Taylor多项式可以用于逼近

原函数,所以可以尝试通过分别对 f(x)与 T2(x)和 f(x)与

T3(x)的差异进行分析,将 Taylor公式与偏移问题联系起来,

下面来看看如何应用作差法分析其差异.

定理 1[3] 连续函数 f(x)在 (a, b)上有二阶导数且只有

一个极值点 x0, f ′(x) 在 (a, x0) 和 (x0, b) 上异号, T2(x) =

f(x0)+
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2为 f(x)在 x = x0处的二阶 Taylor

多项式, 记差函数为 D2(x) = f(x) − T2(x), 对任意满足

f(x1) = f(x2) = m(m为常数),且 a < x1 < x0 < x2 < b

的 x1, x2:

(1)若 D2(x)f
′(x) < 0, ∀x ̸= x0,则 x1 + x2 > 2x0,即

函数 f(x)在 (a, b)上极值点 x0 左偏;

(2)若 D2(x)f
′(x) > 0, ∀x ̸= x0,则 x1 + x2 < 2x0,即

函数 f(x)在 (a, b)上极值点 x0 右偏.

证明[3] 不妨设极值点 x0 为极小值点, 类似可证

为极大值点的情况. 因为二次函数 T2(x) = f(x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 是以 (x0, f(x0)) 为顶点, 以 x = x0 为对

称轴, 所以 m > f(x0) 时, T2(x) 也必定存在两个不等实

根 x′
1, x

′
2 使得 f(x1) = f(x2) = m = T2(x

′
1) = T2(x

′
2),

且由二次函数的轴对称性可得 x′
1 + x′

2 = 2x0, 故不妨设

a < x′
1 < x0 < x′

2 < b.

(1) 若 D2(x)f
′(x) < 0,

∀x ̸= x0,如图 3,因为 x = x0

为极小值点, 故 x ∈ (a, x0),

f ′(x) < 0, 所以 D2(x) =

f(x) − T2(x) > 0,即 f(x) >
图 3

T2(x). 所以 f(x′
1) > T2(x

′
1) = f(x1), 又因为 f ′(x) < 0,

f(x) 单调递减, 所以可推出 x′
1 < x1. 同理可证当 x > x0

时, 有 x′
2 < x1. 故由 x′

1 < x1 和 x′
2 < x2 可推出

x1 + x2 > x′
1 + x′

2 = 2x0.

(2)若D2(x)f
′(x) > 0, ∀x ̸= x0,同理可证得 x1 + x2 <

x′
1 + x′

2 = 2x0.

定理 2 连续的函数 f(x) 在 (a, b) 上有三阶导数

且只有一个拐点 x0, f ′′(x) 在 (a, x0) 和 (x0, b) 上异号,

T3(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′′(x0)

6
(x− x0)

3 为

f(x) 在 x = x0 处的三阶 Taylor 多项式, 记差函数为

D3(x) = f(x)−T3(x),对任意满足 f(x1)+f(x2) = 2f(x0),

且 a < x1 < x0 < x2 < b的 x1, x2:

(1)若 f(x)单调递增,当 x ∈ (a, x0)时, f ′′(x) < 0(> 0)

且 D′
3(x) < 0, 当 x ∈ (x0, b) 时, f ′′(x) > 0(< 0) 且

D′
3(x) > 0,则 x1 + x2 < 2x0,即拐点右偏;

(2)若 f(x)单调递增,当 x ∈ (a, x0)时, f ′′(x) < 0(> 0)
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且 D′
3(x) > 0, 当 x ∈ (x0, b) 时, f ′′(x) > 0(< 0) 且

D′
3(x) < 0,则 x1 + x2 > 2x0,即拐点左偏;

(3)若 f(x)单调递减,当 x ∈ (a, x0)时, f ′′(x) < 0(> 0)

且 D′
3(x) > 0, 当 x ∈ (x0, b) 时, f ′′(x) > 0(< 0) 且

D′
3(x) < 0,则 x1 + x2 < 2x0,即拐点右偏;

(4)若 f(x)单调递减,当 x ∈ (a, x0)时, f ′′(x) < 0(> 0)

且 D′
3(x) < 0, 当 x ∈ (x0, b) 时, f ′′(x) > 0(< 0) 且

D′
3(x) > 0,则 x1 + x2 > 2x0,即拐点左偏.

证明 不妨证“若 f(x) 单调递增, 当 x ∈ (a, x0) 时,

f ′′(x) < 0 且 D′
3(x) < 0, 当 x ∈ (x0, b) 时, f ′′(x) > 0 且

D′
3(x) > 0,则 x1 + x2 < 2x0”,其他情况类似可证.

T3(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′′(x0)

6
(x− x0)

3

为 f(x) 在 x = x0 处的三阶 Taylor 多项式, 而 T ′
3(x) =

f ′(x0) +
f ′′′(x0)

2
(x− x0)

2 恰好等于 f ′(x)在 x = x0 处的

二阶 Taylor 多项式, 而 f ′(x) 代替 f(x) 后的 D2(x) 恰为

D′
3(x) = f ′(x)− T ′

3(x). 所以当 x ∈ (a, x0)时, f ′′(x) < 0且

D′
3(x) < 0,当 x ∈ (x0, b)时, f ′′(x) > 0且 D′

3(x) > 0,可推

得 D′
3(x)f

′′(x) > 0, ∀x ̸= x0,由定理 1可得 f ′(x)在 (a, b)

上极值点 x0 右偏.

令 g(x) = f(x)+f(2x0−x),则 g′(x) = f ′(x)−f ′(2x0−

x). 因为 f ′(x)在 (a, b)上极值点 x0 右偏,所以对任意满足

f ′(x1) = f ′(x2),且 a < x1 < x0 < x2 < b的 x1, x2,若都有

x1 + x2 < 2x0,则 2x0 − x1 > x2 > x0. 因为当 x ∈ (x0, b)

时, f ′′(x) > 0, 所以 f ′(x) 单调递增, 得 f ′(2x0 − x1) >

f ′(x2) = f ′(x1), 所以 f ′(x1) − f ′(2x0 − x1) < 0, 所以当

x ∈ (x0, b)时, g′(x) < 0, 所以 g(x)在 (a, x0)上单调递减.

同理可得, g(x)在 (x0, b)上单调递增. 于是当 x ∈ (a, b)且

x ̸= x0时, g(x) > g(x0),即 f(x)+ f(2x0 − x) > 2f(x0). 所

以 f(2x0 − x1) > 2f(x0) − f(x1) = f(x2). 又因为 f(x)在

(a, b)单调递增,所以 2x0 − x1 > x2,即 x1 + x2 < 2x0.

四、实战演练

经过上面的分析,我们从这两个定理中得到了两个用于

证明偏移问题的判定定理,下面来尝试应用到具体的例题当

中.

例 1 (2016 年高考全国卷 Ⅰ 理科第 21 题) 已知函数

f(x) = (x − 2)ex + a(x− 1)2 有两个零点. (1)求 a的取值

范围; (2)设 x1, x2 是 f(x)的两个零点,证明: x1 + x2 < 2.

解析 (1) f ′(x) = (x − 1)(ex + 2a), 分类讨论后得

a ∈ (0,+∞),过程略.

(2) 经分析得在 R 上只存在一个极小值点 x0 = 1 且

f(x1) = f(x2) = 0, 故不妨设 x1 < 1 < x2. f ′′(x) =

xex + 2a 得 T2(x) = f(x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 = (
1

2
e +

a)(x− 1)2 − e. D2(x) = f(x) − T2(x) = −1

2
e(x− 1)2 +

(x − 2)ex + e. D′
2(x) = (x − 1)(ex − e), 易证在 (−∞, 1)

和 (1,+∞)上 (ex − e)与 (x − 1)同号,所以 D′
2(x) > 0(当

x = 1时取等号),所以 D2(x)是单调递增的,故在 (−∞, 1)

上 D2(x) < D2(1) = 0,在 (1,+∞)上 D2(x) > D2(1) = 0.

同时, 因为 a > 0, ex > 0, 所以 f ′(x) = (x − 1)(ex + 2a)

在 (−∞, 1) 上 f ′(x) < 0, 在 (1,+∞) 上 f ′(x) > 0. 综上,

D2(x)f
′(x) > 0(∀x ̸= 1),所以由定理 1得 x1 + x2 < 2x0 =

2.

例 2 ([4] 中例 2) 设函数 f(x) = x lnx − 1

2
x2 +

1

2
.

(1) 求函数 f(x) 的单调区间; (2) 证明: 当 x1 ̸= x2, 且

f(x1) + f(x2) = 0时, x1 + x2 > 2.

解析 (1) f(x)在 (0,+∞)上单调递减,过程略.

(2)令 f ′′(x) =
1

x
− 1 = 0,结合性质 1可分析得 f(x)在

(0,+∞) 上只存在一个拐点 x0 = 1, 又 f(x1) + f(x2) =

0 = 2f(1), 故不妨设 0 < x1 < 1 < x2. T3(x) =

f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′′(x0)

6
(x− x0)

3 =
−(x− 1)3

6
,

所以 D′
3(x) = (f(x) − T3(x))

′ = lnx + 1 − x +
(x− 1)2

2
,

D′′
3 (x) =

1

x
− 1 + (x − 1), D′′′

3 (x) = − 1

x2
+ 1. 因为

D
(4)
3 (x) =

2

x3
> 0, 所以 D′′′

3 (x) 在 (0,+∞) 上单调递

增, 又因为 D′′′
3 (1) = 0, 易得 D′′

3 (x) > D′′
3 (1) = 0, 所以

D′
3(x) 在 (0,+∞) 上单调递增, 又因为 D′

3(1) = 0, 所以

当 x ∈ (0, 1) 时, f ′′(x) =
1

x
− 1 > 0 且 D′

3(x) < 0, 当

x ∈ (1,+∞)时, f ′′(x) < 0且 D′
3(x) > 0,所以由定理 2可

得 x1 + x2 > 2x0 = 2.

五、总结

本文通过结合 Taylor公式和二次函数的轴对称性和三

次函数的中心对称性找到解决“极值点偏移”和“拐点偏移”

问题的两条判定定理,将两类偏移问题通过 Taylor公式统一

起来. 所以在平时的学习中,若能对这类有明显特征的题目

进行问题本源的探究,得出一般化的解题策略,便能做到“四

两拨千斤”,避免题海战术,提升思维的广阔性.
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